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S I N O P S E
O presente trabalho tem como objetivo a determinação do desvio 
astro-gravimétrico.
Apresentamos inicialmente o desenvolvimento dos métodos astro- 
geodésico e gravimétrico, uma vez que o nivelamento astro-gravimétrico é 
uma conjugação de ambos.
Através de dados reais determinamos os desvios astro-geodésicos 
e a partir destes, simulamos os gravimétricos devido a região próxima s, e 
em seguida efetuamos os cálculos dos desvios astro-gravimetricos.
SYNOPSIS
The aim of this paper is to determine the 
astro-gravimmetric deviation.
Initially the development of astro-geodetic and 
gravimetric methods is presented, since the astro-gravimmetric 
method is a combination of both.
Actual data were used to determine the astro-geodetic 
deviations and from these, the gravimmetric ones for the 
neighboring region s, are obtained by simulation. Following, the 










Introdução...................    01
CAPÍTULO II 
DETERMINAÇÃO ASTRO-GEODÉSICA DO DESVIO:
NIVELAMENTO ASTRONÔMICO
2.1.- Conceituação e importância do metodo.........  OU
2.2.- Cálculo das componentes do desvio (Ç,n).....  CU
2.3.- Azimute astronômico e geodesico: Equação de
Laplace............................................ 0 8
2 . U . - Correção ãs componentes do desvio: Redução
ao Geoide.............................  15
2.5.- Determinação da distancia (AN) geoide-elipsôi_
de de referencia em função do desvio astro - 
geodesico da vertical........................... 18
CAPÍTULO III
DETERMINAÇÃO GRAVIMÉTRICA DO DESVIO
3.1.- Conceituação do metodo.........................  25
3.?.- Equação Diferencial da Geodesia Física......  25
v i
Pagina
3.3.-  Ondulações do geôide em harmônicos esféri
cos....................   30
3.i+.-  0 Teorema de Stokes.............................  31
3.4.1.-  Considerações..............        31
3.4.2.-  Cogeoide .  ...........          34
3.5.-  Formula de Vening Meinesz .....................  34
3.6.-  Aplicação pratica das formulas de Vening
Meinesz........................................    40
3.7.-  Contribuição da 1- região......................  41
3.8.-  Contribuição da 2- região....,...........    45
3.8.1.-  Método de Rice...................................  46
3. 8.1.1  Tabela - Método de Rice........................  4 8
3.8.2.-  Método de Kasansky .............................  49
3.8.2.1  Tabela - Método de Kasansky  ..............  50
3.9.-  Contribuição da 3- região......................  52
CAPÍTULO IV
DETERMINAÇÃO ASTRO-GRAVIMÊTRICA DO DESVIO: 
NIVELAMENTO ASTRO-GRAVIMÉTRICO
4.1.-  Conceituação do método.........................  5 3
4.2.-  Calculo do desvio................................  53
4.3.-  Formulário para o calculo do desvio............  5 5
4.4.-  Generalização   .............................  56
4.5.-  Solução numérica do desvio astro-gravimétrico  57
4.5.1.-  Com n = 2 pontos........            57
4.5.2.-  Com n > 3 pontos.................................  6 7
4.6.-  Recomendações..........   80
CONCLUSÕES .........................  81
REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS.....................  82
APÊNDICE
PROGRAMA A. .....  ............................   8U
PROGRAMA B    . .    86




Um dos mais importantes problemas inerentes â Geodésia, 
é a determinação do desvio da vertical, ou seja, de suas compo - 
nentes principais (Ç, n) quer pelo método astro-geodésico, quer 
pelo gravimétrico ou ainda pela conjugação de ambos: nivelamento 
astrc-gravimétriço.
0 método astro-geodésico, comparando coordenadas geodé-
sicas com coordenadas astronômicas ,-implica naturalmente num sis-
tema de triangulação e em determinações astronômicas de precisão. 
Evidentemente acha-se restrito ãs áreas continentais do planeta 
além de conduzir a valores relativos" que dependem das coordena 
das do datum e dos parâmetros elipsoidais.
0 método gravimétrico (físico ou dinâmico) conduz ao 
geéide através de medidas da gravidade valendo-se da formula de 
Stokesj tais medidas, todavia, devem ser estendidas â toda super 
fície terrestre, para que o método proporcione resultados de con 
fiança.
No que diz respeito aos desvios gravimétricos, os mes - 
mos são obtidos por meio da Geodésia Física, através das formulas 
de Vening Meinesz,(*) derivadas da integral de Stokes, em função 
das anomalias da gravidade, sendo estés independentes do dâtum , 
isto é, os desvios assim obtidos são ditos "absolutos", acarre - 
tando pois, num modelo elipsoidico com centro no centro da Terra 
e cujo eixo menor coincide com o eixo de rotação terrestre. Tais 
desvios acham-se vinculados a mesma superfície de referência da
/
"formula da gravidade" usada para o calculo das anomalias, j 05 | 
"Vale ressaltar que se definimos um elipsôide mediante 
os seus parâmetros geométricos, resta complementar a definição
(*) Neste trabalho não estamos considerando a possibili. 
dade de obter o desvio da vertical através dos coeficientes dos 
harmônicos esféricos no desenvolvimento do geopotencial.
do ponto de vista geodésico, impondo-lhe uma orientação.Esta 
tem constituido, sabemos, um dos pontos fracos da Geodésia,pois 
conservando paralelos os eixos de rotação do elipsoide e do geó 
de, costuma-se impor o paralelismo, no datum, entre as duas su-
perfícies, e arbitrar o afastamento entre ambas. Tal problema 
poderá ser sanado através da Geodésia Física, calculando o des-
vio gravimétrico no datum, o qual, ao contrario do desvio astro 
-geodésico, tem caráter absoluto, e assim possibilita a conver-
são de sistemas geodesicos diferentes num mesmo sistema mundi-
al." | 04 í
Assim podemos dizer que as principais limitações do ni_ 
velamento astronômico são: campo de ação restrito, altura geoi- 
dal inicial arbitraria (forma apenas do geoide), alturas geoi - 
dais relativas.
Enquanto que no método gravimétrico as alturas geoidais 
concernem ao elipsoide absolutamente orientado e o campo de açãc 
e o mais amplo possível pois. que hoje podemos determinar g no 
solo ou na atmosfera, no interior dos oceanos ou ã sua superfí-
cie. Não obstante, atualmente ainda não conhecemos o campo da 
gravidade terrestre na sua totalidade. Como também, este método 
não proporciona as dimensões do elipsoide adotado, e sim, ape. - 
nas sua forma.
Do exposto, ve-se de imediato que os método astro-geo- 
désico e gravimétrico oferecem, ambos ,vantagens e desvantagens. 
E a circunstância de um desvio astro-geodesico encerrar o efei-
to da Terra toda, não obstante resultar de operações restritas 
a uma arca pequena, nos induz a encarar 03 métodos gravimétri 
cc ■ e geometrico como complementares e não como competitivos; 
sendo assim, a solução que nos parece mais viável é recorrermos 
âs técnicas de conjugação destes dois métodos, ou seja: ao nive 
lamento astro-gravimétrico. 0 que na verdade constitui um pode_
roso método de interpolação quando aplicamos as férmulas de
Vening Meinesz sem considerar os efeitos das regiões afastadas.
Portanto, neste trabalho destacaremos o método astro-gra 
vimetrico. Tentaremos através do mesmo, obter as componentes do 
desvio da vertical (Ç, n ), como também pretendemos contribuir 
com uma pequena parcela para o aumento da bibliografia relativa 
mente precária no setor nacional.
CAPITULO II
DETERMINAÇÃO ASTRO-GEODÉSICA DO DESVIO: 
NIVELAMENTO ASTRONÔMICO
2.1 Conceituaçao e importância do método
0 nivelamento astronômico consiste na determinação da 
distância geôide-elipsôide em função do desvio astro-geodésico 
da vertical . | 04|
A determinação deste desvio e de importância funda -
mental, uma vez que, o mesmo mede, em cada ponto, a inclinação
entre as duas superfícies citadas anteriormente, isto é,geôide 
e elipsôide. Tal desvio pode ser calculado por meio de suas 
componentes principais (Ç,ri), nos vértices de triangulação onde 
se processaram observações astronômicas.
2.2 Calculo das componentes do desvio (Ç, n )
Vejamos a obtenção das equações que nos fornecem as 
componentes astro-geodesicas (£,ri) do desvio: na figura 2.2.1, 
tomaremos OZ e ON como sendo respectivamente, a vertical çp 
a normal relativas a um observador de coordenadas geodésicas 
($„, X^) e astronômicas (<j> , X ). 0 ângulo i, o qual estã exa
o o <3. cl —  —
gerado na figura, para efeito de clareza, é o ângulo formado
pela vertical e pela normal, denomina-se desvio da vertical;
pode também ser medido pelo arco ZN e este, por sua vez, de -
composto nos arcos: j 05[
ZA = Ç = componente meridiana
ZN = q = componente 1? vertical
Da análise da figura 2.2.1 , temos:






Esclarecemos que Ç > 0 quando o zénite se acha ao 
norte do ’'zénite" da normal.
Por outro lado, da mesma figura temos:
EQi =
gQ -gQ1 = Xa-XQ =- QQ-, = x
1
(2.2.4)












sendo a longitude contada positivamente para o leste; e r) > 0 
quando o zénite se acha a oeste do "zénite" da normal.
Da mesma figura:
Ĥ M=A = azimute astronômico de uma direção;
ĤjM = Ag= azimute geodesico da mesma direção
tomando o triângulo , retângulo em
sení) = — . .
a x
y = x sencj) (2.2.8)3.
se atentarmos agora para a aproximaçao sené - sen^„ e in -
0. Vo
troduzirmos a (2.2.5) na (2.2.8):
Y = ntr. éG , 
retornando a (2.2.7), obtemos:
n= (Aa -Ag ).eotgdG (2.2.9)
Vemos assim, que os segundos membros das equações
(2.2.3), (2.2.6) e (2.2.9) permitem transformar grandezas 
astronômicas em geodésicas, desde que sejam conhecidas as 
componentes do desvio.
Igualando a (2.2.6) a (2.2.9):
- A - (X ~\n) sen.(J)p b a a b b (2 .2 .10 )
Esta é a forma simplificada da equação de Laplace, 
referente a azimute: a forma geral veremos no topico seguin 
te. Ressaltamos que por meio desta equação e possível, mes-
mo sem conhecer o desvio da vertical, transformar um azimu 
te astronômico em geodésico.
Vale ressaltar, que <f> poderã ou.nao ,ser corrigido do
efeito do movimento do polo, a depender do grau de precisão 
exigido. (J)̂ e À são observados em redes geodésicas sobre todo 
um conjunto de pontos, conhecidos como pontos de Laplace. ég e 
Ag são derivadas de redes geodésicas (calculadas sobre o elip 
soide de referência). A relação destes dois pares de coordenadas, 
poderá ser usada para proporcionar as componentes Ç,n do des-
vio da vertical, conhecido como desvio astro-geodésico. |13 |
2.3.-- Azimute astronômico e geodésico: Equação de Laplace
Azimute astronômico A n da direção i j :
é o ângulo entre o plano do meridiano astronômico de i e o 
plano normal astronômico entre i  e j figura 2.3.1 medico do 
norte no sentido horário, j18 j
Azimute geodésico Ag da direção i j :
é definido como o ângulo entre o meridiano geodesico e a tan-
gente â linha . curva de menor distância entre i e j a 
geodésica, orientado do norte no sentido horário, figura 
2.3.2. 115 | , 113 i
Ncsso objetivo, e determinar a equação de Laplace 
na sua forma completa, relacionando qrimute astronômico e
geodésico com outras quantidades. Para tal, consideremos a
priori que o eixo dc rotação da Terra é paralelo (não coinci-
dente) com o semi-eixo menor do elipsôide de referencia. !19 | 
Tomaremos uma esfera de raio unitário, figura 2.3.3, centrada 
na estação de observação. |09[
A vertical intercepta a esfera no zénite astronômi-
co Z , ao passo que a normal ao elipsôide intercepta o zenite
A
FIG. 2.3.1
geodésico Z , conforme esta mostrado na figura 2.3.3; mostra 
£
mos esta esfera unitária como vista de cima. A linha de visa-
da da qual se pode ver a mira e permite que o azimute astro-
nômico A seja medido, intercepta a esfera no ponto T e tem 
as distâncias zcnitais z' e z relativas aos zénites astronômi 
cos e geodesico Z respectivamente. 0 ponto corresponde 
a direção do polo norte, o qual tem as distâncias zcnitais
O O •
90 - e 90' - dg , com respeito a Z^ e Z ; o angulo cm PN
e a diferença entre as longitudes astronômica e geodésica
à \ ~ \  - \ r  .0 ângulo em Z , c o azimute astronômico A ; o azimu 
a b a a —
te geodésico A q  e o ângulo em Z . 0 .ponto F jaz sobre o c me-
ridiano astronômico, o círculo maxime contém P.. c Z , de modo
N 3.
que Z FZ = 90o - Ç = Z F e n=Z F. 
a g - s a g
Aplicando a regra de Napier ao triângulo retângulo 
Z FP^j, contido na figura 2.3.3, obtemos : |09 J
sen$ç = cos(90°-$ +Ç)cosri , (2.3.1)
senn -cos(90°~AÀ)cosq„ , (2.3.2)
considerando que £,q e AX são muito pequenos em valores 
absolutos, podemos tomar:
cosn - 1; sen e
cos (90 '-AA ) ̂ senAÀ^AX , assim temos: 





Observamos que as equações (2.3.4) e (2.3.5) coinci-
dem com as equações (2.2.3) e (2 .2 .6 ) demonstradas por um 
caminho diferente
A diferença em azimute 
Ao-, = A - AP , (2.3.6)
3 O
consiste de duas partes, A-̂ a e A 2O1 , figura 2.3.3
Ao^A^a+A^a, (2.3.7)
A,a é obtido do triângulo esférico N N PM , o qual ê semelhar
J_ ^ 3 N —
te | 09 í ao triângulo zg FPN -: NgPN = (í>G 5 log° ZgPN ~ 90° ”'’)G 5 e “Ia 
correspondente a q . Assim a equação correspondente a (2.3.5)e 
então:
A^a=AAcos(90o~dQ)
^ a  = AAsenbgA-, ct p 3 . (2.3.3)
tomando o valor de AA na (2.3.5) e introduzindo na (2.3.8), 
temos:
A^azntgòg (2.3.9)
Introduzindo o ponto G sobre o círculo mãximo que
contem Z e T de modo que o ângulo Z GZ = 90°, e fazendo 
g ■ & a g
Z G = 6 , vemos que a figura Z GTT T tem geometria idêntica â 
a 5 ^ & a g a í3
figura ZgFP^N^N^, de modo que A 2cx,6 , Z' correspondem a A^a,q, 
90°-dp.Assim a equação correspondente a (2.3.9) e:
O
&2 a = Scotgz'-ôcotgz (2.3.10)
retornando a equação (2.3.6), temos:
A “Ar, = A1a + A0a 
a b i   2
A ~Aq = qtgtg + ôcotgz (2.3.11)
Admitindo  que  a ~
°  a g
e de dimensões pequenas, temos
figura Z FZ G mostrada em 2.3.4 ê  plana
<5 = Z R+RG 
a
(2 . 3.12)
Z R= Çsen(3 = Çsen (18 0°-Ap ) = ÇsenA
<3. b
RG =RP+PG=PFcos9+Z Pcos8=(PF+Z P)cos0=
g g
= r}cos0 = r)cos3 = ncos(l 8 Oc~Ag) = -n cos Ag ,
logo:
6 = ÇsenAr,-qcosAn , 
b  b
(2.3.13)
finalmente, retornando â equaçao (2.3.11), podemos escrever 
para A -Ar:
ci b




(2 . 3 .15)
FIG. 2.3.3
Fl G . 2.3.4
Esta e a equação de Laplace em sua forma completa, 
a qual expressa a relação entre os azimutes astronômico e
geodésico através de outras quantidades.
Observamos que o segundo termo dc (2.3.15) contem a 
distância zenital z, a qual deponde da linha de visada, quan-
do definimos os azimutes astronômico e geodesico. 0 valor de 
z está influenciado pela curvatura da linha de força do cam-
po ! 14 |. A avaliação do valor preciso da distância zenital z, 
e bastante difícil, e o que se faz usualmente e considera-lo 
igual a distância zenital medida diretamente na superfície fí 
sica do terreno.
Comumente se despreza o segundo, termo da (2.3.15), o 
que implica na obtenção de uma expressão mais simples para a 
determinação do azimute geodesico, a qual é idêntica á (2.2.10), 
ou seja:
A p = A — ( À - A „ ) s e n Ç p (2.3.15)
b a a b b
0 azimute determinado pela (2.3.16), e conhecido como 
azimute de Laplace.
Os vértices de triangulação nos quais são realizados 
determinações astronômicas de azimute e de longitude recebem'o 
nome.de pontos de Laplace. . ^
Os pontos de Laplace são usados para: | 201
a - orientação de redes geodésicas sobre o elipsoide 
de referência:
b - orientação do elipsoide de referência, de medo 
que seu semi-eixo menor seja paralelo ao eixo de rotação da 
Terra.
(*) Esta é a equação dc Laplace para azimutes. No estudo do 
campo gravífico, ê utilizado a equação de Laplace para o po-
tencial : AV = 0 , sendo V o potencial de atração e A o  operador de 
Laplace.
2.4.- Correção as componentes do desvio: Redução ao Geoide
Definimos latitude astroncrnica de um pento, como sen-
do o ângulo que a vertical desse ponto forma com a sua proje-
ção equatorial; influenciado pela curvatura da vertical este 
ângulo varia com a altitude da estação.
Uma vez que o desvio astro-geodêsico da vertical mede 
a inclinação da superfície eqüipotencial passante pela esta - 
ção e não a do geeide, faz-se necessário o calculo da conver-
gência entre as duas superfícies citadas, o que ê feito em 
função da altitude e latitude da estação: | 04 J
ASV'= - 0 , 000171h sen 2 j , (2.4.1)
sendo h a altitude em metros: a correção Ad (redução da lati-
tude ao nível médio dos mares) ê expressa em segundos de arco.
0 sinal negativo na (2.4.1) determina uma redução da 
latitude (em modulo) em ambos os hemisférios: o que acarreta 
na componente meridiana do desvio Ç ser reduzida no hemisfé-
rio nortee aumentada no hemisfério sul. No Brasil, esta corre-
ção atinge em casos extremos, apenas três décimos de segundes. 
Condições extremas em nosso país: 
h = 2000m; d= 35°S 
A0= 0,32”
Devemos levar em conta que a redução da latitude ao
geoide acima indicada e incompleta, uma vez que é apenas de
natureza geométrica, não considerando o efeito das massas 
existentes entre a estação e o geoide, como também a heterog£ 
neidade das massas. Poderemos recorrer a uma correção mais 
rigorosa;, através da Geodésia Física, isto é, da Gravimetria, 
considerando agora a influência da topografia e das anomalias
de densidade da crosta sobre as superfícies cquipotenciais, o 
que é obtido através das formulas : | O1! I
A£" = - 0,210 h (2.4.2)
9x
AX =+ 0,210 hsecó (2.4.3)
9y
— representando c gradiente horizontal da ano 
3x 3y _
malia da gravidade nas direções norte-sul e
leste-oeste respectivamente express:.: em mGal/km; h a altitude 
da estação em quilômetros.
Para que tenhamos uma correção mais rigorosa devemos 
considerar os efeitos do movimento do polc terrestre.
Sabe-se que a Terra devido a não coincidência dc seu 
eixo de rotação com o eixo principal de inércia, possue um mc 
vimento em relação ao eixo de rotação chamado "nutação livre”. 
Ccmo se trata de movimento relativo, podemos dizer que hã um 
deslocamento dos poios terrestres em relação a um ponte fixo 
da superfície da Terra, chamado "movimento do polo".. Tal movi 
mento tem como efeito imediato uma fraca oscilação da latitu-
de no mesmo período, sendo assim, faz-se necessário uma c'rrc 
ção dessa latitude. Sabemos também que as determinações astro 
nêmicas no vértices das triangulações, processam-se como é 
obvio, em épocas diferentes, implicando pois, na sua redução 
à mesma posição média do polo.
Os Órgãos internacionais encarregados de estudar c pre 
blema do movimento do polo, são o Internacional Polar Motion 
Service- IPMS, atualmente com sede em Mizusawa, Japão e o
Bureau International de l'Heure - BIH sediado em França
Paris ( ). | 07 !
A posição do polo norte verdadeiro (instantâneo) em
relação a um ponto fixo, e determinado por um par de coordena 
das cartesianas ortogonais x^ e , cuja origem e um ponto fi 
xo. Na Assembleia Geral da União Geodésica e Geofísica Inter-
nacional realizada em Helsinki, em 1960, ficou decidido que 
a origem de tal sistema de coordenadas seria a posição media 
do polo celeste verdadeiro durante o período de 1900 a 1905
Tal ponto ê conhecido por CIO (Origem Convencional Internaciona 
cional)• 0 eixo X esta orientado na direção do meridiano roediò 
de Greenwich (X=0°) e o eixo Y na direção oeste (À=270u ), figu-
ra 2.4.1 .
Nossas observações são feitas relativamente ao meri 
diano instantâneo, isto e, ao meridiano que contem o polo ina 
tantâneo e que e variável. Se conhecermos os valores de x e 
y podemos corrigir estas observações e referi-las ao meridi-
ano que contém o pélo médio terrestre 1900-1905 e que é fixo, 
através da expressão: |07|
AX =(x senX+y cosX)tg<í> (2.4.4)
P P P
No caso da correção â latitude temos a formula de 
Kostinsky: |04 ]
Ad> = - X  cosX+y scnX (2.4.5)
■p P P
Finalmente, considerando as três correções mencionadas:
(*) Atualmente estão sendo desenvolvidas técnicas espaciais 
para o estudo do movimento do polo.
A  - 0 ,00017 lh s e n 2 ~ 0 , 210
3Ag ,
— -i h -
9x
-x cosX+y senX 
P  P
( 2 . 4 . 6 )
Os valores preliminares de x̂  e  (provisórios)  são
fornecidos pelo IPMS através de suas "notas mensais" com deis
meses de atraso em unidades de 0,001" para intervales de 0,05
anos» Os valores finais de x e y podem ser obtidos para o
P  P
ano todo em intervalos de 0,05 anos nos relatorios anuais do
IPMS publicados normalmente dois anos mais tarde.  j 02 |
A circular B/C do BIH fornece valores também preliminares  de
x e y com cerca de duas semanas de atraso e valores extrapo 
P
lados para os dias seguintes.
A circular D dc BIH publica os valeres finais de 5 em 
5 dias ccm dois meses de atraso, Esses valores são reproduzi-
dos para todo o ano anterior no relatório anual do BIH j 01| .
2.5.-  Determinação da distância (AN) geóide-elipseide de
referência em função do desvio astro-geodésico da vertical
Como foi mencionado em (2.1), 0 desvio da vertical me 
dc a inclinação entre as duas superfícies: geóide e elipsoide. 
Sendo assim, veremos como determinar AN em função de Ç e n.
Sejam dois pontos infinitamente próximos ligados por 
um arco elementar ds, e dN o desnível gecidal entre cs dois 













sendo x a componente do desvio segundo ds. Considerando o ca 
so de dois pontos 1 e 2, para os quais se possa admitir  uma 
variação linear do desvio, podemos ■ escrever:
2 l̂+̂ 2
N9-N,= / x l-S = — ± i—  s (2.5.2)
-1 2
Da figura 2.5.2, na qual o desvio da vertical i esta
exagerado ".•ara efeito de clareza, e A reoresenta o azimute - 5  o
da geodésica.s(arco ZN), obtemos: '
Ç = icosA (2.5.3)
o
q = isenA (2.5.4)
Tomando a projeção do arco ZN segundo uma. direção 
azimute A e designando por x a respectiva componente:
X = icos(A-A )=icosAcosA +isenAsen/ 
A o . o
X = ÇcosA+qsenA (2.5.5)
Levando a (2.5.5) em (2.5.2), vem:
2̂”̂ 1= 2S Uqcos'r'12 + n2sen̂ q + ̂coŝ 2 + r,2Sen̂ V2 í (2.5.6)
Admitindo A = Â  - A2
AN= -s cosA( Ç̂ + ̂2 ̂ + senyr'i(rl] +rl2 ̂ (2.5.7)
FIG.  2 . 5 . 2
sendo AN dado em centímetros e relativo ao ponto médio 
de s .
Á (2.5.13) node também assumir a forma:
(2. 5.14)
aendo m-scosA e p =ssenA; respectivamente a distância entre os 
paralelos e entre os meridianos dos dois pontos. Onde AN e 
expresso na mesma unidade que m e £
Vale uma observação no que diz respeito ao sinal da 
ondulação AN = ^  ; a (2.5.14) nos fornece AN com o adequa
do sinal, sempre que o segundo ponto estiver ao sul e a leste 
do primeiro. Se o vértice 2 estiver a norte, tomaremos a distan 
cia m como negativa-, se estiver a oeste, tomaremos p como 
negativo j 06 j
0 geodesista depara-se no dia a dia, com três super-
fícies: a superfície topográfica, o geoide e o elipsoide.
A separação entre as duas primeiras oscila entre 
mais 8500m no Himalaia e menos' 12000m nas fossas do Pacífico 
Í06 j . Enquanto que a separação (AN) entre o geoide e o elipsojL 
de de referência, ao contrário, ê de pequeno valor, ncrmalmeri 
te inferior a 50m. A sua determinação, necesscória em certos 
nroblemas (as bases geodésicas e os lados de poligonais, de - 
vem ser reduzidas ao elipsoide e não ao geoide), pode se pro-
cessar por meio da Geodésia Física (formula de Stokes & anoma. 
lias da gravidade) ou do método astro-gecdésico, como fei in 
dicado neste item, através do desvio astro-geodesico da ver-
tical.
0 que ocorre comumente na maior parte dos sistemas
geodésicos existentes, é arbitrar os três parâmetros definido-
res da posição (ou orientação) do elipsoide de referência. ,co-
mo sendo nulos, isto ê, as componentes principais do desvio no 
datum  h ) e a ondulação geoidal (Nq) no mesmo ponto, como
sendo :E =n =0° e N =0 nu roubando-lhes a característica  de
ao  o  o  J
"sistema absoluto" ou seja, o centro do elipsoide de referên - 
cia não coincide com o centro de massa da Terra. Por esta ra - 
zão são denominados de "sistemas locais".As igualdades 
e Nq=0 m, implicam na tangência, no datum, entre as superfícies 
geoidal e elipsoidal; a vertical e a normal se confundem, acar-
retando conseqüentemente na igualdade entre as coordenadas as-
tronômicas e geodésicas.
CAPITULO III
d e t e r m i n a ç ã o  g r a v i m é t r i c a  d o d e s v i o
3.1- Conceituação do método
Aqui as componentes do desvio da vertical (Ç ,q) são 
obtidas através da Geodésia Física, recorrendo-se as formulas 
de Vening Meinesz, derivadas da integral de Stokes, em fun - 
ção das anomalias da gravidade; tais componentes sãc indepen-
dentes do datum, isto é, os desvios assim obtidos são ditos 
absolutos, achando-se vinculados ã mesma superfície de
referência da"formula da gravidace,; usada para o cálculo das
anomalias.
No método gravimétrico, ao contrario do astro-geodé- 
sico, as alturas geoidais concernem , ao elipsoide absolutamen 
te orientado e o campo de ação é o mais amplo p o s s í v e l . Por 
outro lado, nao proporciona dimensões.
3.2- Equação Diferencial da Geodésia Física
Por definição, a Terra normal tem a mesma massa que a
real ' (*) e seus centros de massa coincidem.
Designando por W o potencial da Terra real (geopoten 
e por g > o vetor gravidade, temos:
g = grao W
(*) Terra Normal - Elipsoide de revolução ao qual se atribui 
a mesma massa M (incluindo a massa da atmosfera) e a mesma 
velocidade de rotação w da Terra real, além da importante in 





e por U o potencial da Terra normal (esferopotencial) e y> a 
intensidade da gravidade normal, vem:
Y > = grac U
A diferença entre o geopotencial e o esferopotencial 
recebe o nome de POTENCIAL PERTUBADOR:
T = W - U (3.2.1)
produzido pelas 'massas anômalas" visíveis e invisíveis da 
Terra real cuja soma e nula, devido a circunstância da igual-
dade de massas admitidas inicialmente (variando apenas a sua 
distribuição).
De acordo com a figura 3.2.1, e U representam os 
valores que o esferopotencial assume sobre o elipsôide e sobre 
o esferope que passa em P, assim
UQ-U = y > .Tf* , com N - N.n (3.2.2)
sendo y > o vetor do campo da gravidade normal em Q ;
— > .  >  >
g vetor gravidade em P, n e u versores da normal e verti-
cal respectivamente, vem:
. a u
Y =■ - —  n » (3/2.3)
3n
S >= " 15 ÏÏ> (3.2.3)
Considerando o desvio da vertical i=0, temos:
F I G . 3.2.1
Da equação (3.2.2), vem :
U=U -yN 
o 1 (3.2.5)





Derivando segundo a direção normal, vem:
9T _ _3Wo _9Uo + N 9y
9 n 9 n 9 n 9n
(3.2.7)
ií = -g+y+N 
9n 9n
(3.2.8)




expressão que constitui a equaçao diferencial da Geodêsia Fí-
sica .
Ressaltamos. que as anomalias existem. em parte, 
como consequência de g referir-se ao geóide e y ao elipsoide, 
fato expresso pelo termo da Bruns,
(N ^  )
Bn
A outra parcela demonstra as influências das massas anômalas, 
representadas pelo potencial pertubador.
Supondo a Terra esférica de raio R (a normal, neste 
caso, confunde-se com o raio vetor em qualquer ponto da super 
fície) e gravidade média G, podemos revestir o termo de Bruns 
de outro aspecto. Assim,temos: 1051




2y _ _ _2G 
R R
(3.2.11)
0 termo de Bruns toma o seguinte aspecto:
N —  = -N2 ^ (3.2.12)
3n R
Considerando o geopotencial W sobre o geéide igual 
ao esferopotencial U q sobre o elipsoide, a (3.2.6), se reduz :
T = yN = GN (3.2.13)
Levando a (3.2.13) em (3.2.12) e (3.2.9), vem:
Ag
1  2y _ 3T
Y R 3 n
o u , finalmente:
(3.2.14)
A expressão (3.2.14) tem validade somente para a apro 
ximação esférica.
3*3 ~ Ondulações do geoide em harmônicos esfericos.
Tomando pontos exteriores â esfera (r>R) | 04| o po







r e o raio vetor e  representa harmônicos esféri - 
cos de superfície dos mais gerais.
n
m= 0
(A  P  (v)cosmX+B. u P  (v)senmX 
nm nm nm nm
(3.3.2)
Derivando a (3.3.1): segundo o raio vetor (- normal)
3T = 3T 
3n  3r
- Z  (n + 1 )-
n = 2  ]
n+ 2
(3.3.3)
Fazendo r = R e substituindo em (3.2.14)




Ag = ?  (n-1) -~ 2 =  ~~
n=2  R  R
4 + 2 ~Í + ’
R
. (3.3.5)
De (3.2.13) e (3.3.1), temos que
(3.3.6)
As fórmulas (3.3.5) e (3.3.6) são significantivas pois
resolvem, do ponto de vista matemático, o problema da determina
ção gravimetrica do geóide.
Conhecido inteiramente o campo da gravidade (da Terra
real) a equação (3.3.5) possibilita o cálculo pelo M.M.Q, dos
2n+l coeficientes arbitrários de cada harmônico S ; com estes
n
coeficientes em mãos a (3.3.6) proporciona as ondulações do 
geóide • | 04 |
3.4- 0 Teorema de Stokes
3.4.1.- Considerações
A fórmula de Stokes., de fundamental importância para a 
Geodesia Física, pois a mesma proporciona a separação geóide- 
elipsoide em função das anomalias da gravidade, foi deduzida em 
1849 I  05|
A aplicabilidade da fórmula de Stokes, requer o conhe 
cimento de todo o campo de gravidade na Terra, requesito este 
praticamente impossível na época de Stokes.
Somente após as notáveis expedições de Vening Meinesz, 
quando através de seu dispositivo tripendular,iniciou as deter 
minações gravimetricas oceânicas, é que a fórmula de Stokes, ga_ 
nhou a grande aplicação prática que atualmente tem na Geodésia 
Física.
Convém ressaltar que esta fórmula foi derivada na suposi. 
ção da "inexistência de massas externas" â superfície equipoten_ 
ciai, o que na realidade não ocorre com a Terra real, pois as 
massas topográficas são externas ao geóide.
Para estabelecermos a fórmula de Stokes, seguiremos as
deduções apresentadas em | 04| , | 08! e [09I
Laplace e posteriormente Dirichlet, demonstraram a 
possibilidade de uma função de posição qualquer, contínua so-, 
bre uma esfera, ser desenvolvível em harmônicos esféricos.
F (v ' , X ' ) = ? / P (i|>)F(v,X)da (3.4.1)
n = 0 4fr o
sendo da um elemento de superfície de uma esfera a de raio 
unitário.
Seja uma esfera S de raio R . Expressando a anomalia 
da gravidade em desenvolvimento de harmônicos esferices.
A = ? í  P (ifOAgo dS (3.4.2)
g n = 2 4ttR S n
onde Agg é anomalia no elemento de superfície dS e \p é o 
ângulo entre o raio vetor do ponto externo no qual queremos 
determinar N e o elemento da superfície onde a anomalia da grí 
vidade é Ag.
Da (3.3.5) e (3.3.6)
N = £ Z (3.4.3)
n = 2 *n-l
Substituindo a (3.4.2) na (3.4.3), temos:
N=
2n+l
4ttRG n = 2 n-1
/ P (i/O Agsds 
S n
(3.4.4)
A expressão dada por
? P (\0) = S (i|r)
n = 2 n-1 n
( 3 .14. 5)
desenvolvida,I0 9 I nos da:
S (ip ) =cose.c — iJj + l-6)Sen  ^  i{j-5cosifi-3cosi|;í,
sen Y  (1 + sen -- iJj ) (3.4.6)
sendo S(\p) a funçao de Stokes.
©
Assim., a (3.4.4) toma o seguinte aspecto:
N = — —  / A g q S(i^)ds
4uRG s
(3.4.7)
Da figura 3.4.1, obtemos
ds = R sentj;di|idA , (3.4.8)
e por ultimo:
N= — f ^ 17 dA gs S (\p ) sen^difj (3.4.9)
A expressão acima representa uma das formas da for - 
mula de Stokes.
3.4.2.- Cogeoide
"0 emprego da formula de Stokes, pressupõe a inexis-
tência de massas externas ao geõide. A eliminação das massas 
topográficas , como também das correspondentes massas de com - 
pensação, satifaz a condição para a aplicabilidade da formula 
de Stokes, contudo, da margem a outro problema: acarreta na 
formação de uma Terra fictícia, e conseqüentemente a altera - 
ção do potencial gravífico.
Sendo assim, o valor de N determinado através da 
integral de Stokes, representa a separação do elipsoide a um 
"Geõide fictício", o qual é uma superfície equipotencial li mi. 
tante da Terra modificada, denominado de"Cogeóide". J 05 í
3.5.- Fórmula de Vening Keinesz
Recorrendo ãs formulas de Vening Meinesz, derivadas 
da integral de Stokes, podemos determinar grav.imetricamente o 
desvio da vertical, ou mais precisamente, suas principais com 
ponentes.
0 desvio da vertical mede a inclinação do geõide em 
relação ao elipsoide em cada ponto; considerando dois pontos 
P e Q, separados por uma distância s, cujas alturas geoidais 
diferem de d N , definimos um "desvio médio" entre ambos dN/s 
ou quando Q tender para P, um"desvio local"dN/ds |0 4 | .
Da figura 3.5.1, onde N' é a projeção da normal so -
bre o plano do meridiano, temos:








rç (componente do 1? vertical),
dy
o sinal negativo é para que a definição das componentes do de£ 
vio sejam coerentes com a definição astro-geodêsica.
Substituindo a (3.4.7) na equação (3.5.1), ficaremos
com:
ç = - Êí  ---1—  j Ag  ds (3.5.2)
dx  4irRG  dx
Da análise da figura 3.5.2, temos:
dx = Rd̂ secA (3.5.3)
Assim, a equação (3.5.2) assume o seguinte aspecto:
Ç = ----i-*- f  Ag — cos Ads (3.5.4)
4uR G S dip
Raciocínio análogo nos conduz a:
n =  K- f Ag  ^ sen Ads (3.5.5)
4-rrR G s  dij;
Tomando as componentes do desvio em segundos de arco 
e fazendo:
S(ip) =  2f(ip)




e recorrendo-se â (3.4.8) , obtemos:
(3.5.7)
sendo p= l/sen 1",
expressões de grande importância em Geodesia Física, denomina 
das de "formulas de Vening Meinesz".
Os valores das funções  f(̂ ),
dfSJí.}- e senij; são dadas por
dtp dtp
f (ip ) = — 
2
cosgc ̂  + 1~6sen  - 
2 2
5cosií>-
- 3cosij;xí,n (sen — + sen̂  — ) 
2 2
(3.5.8)
= i   3COS í ♦ 5senifi+
'2 !_ 2sen2 f  2





semj;= — !-eçaec ^  -3-8sen ^ + 32sen^ ^  + 
d ’P 2 [_ 2 2 2
+12sen^ — - 32sent+ ^  + 3sen^;£n
t V-' 2 ip v(sen —  + sen —  ) (3
Salientamos que Sollins ’[ 17 j tabelou as funções
df (1)) . , df (D) . ,.
 :—  senifi e / — ;— 1—  senbd1̂
d* dd
Da análise da (3.5.10), observa-se que a mesma 
contínua no ponto \p - ^  razão pela qual a (3.5.7) não 
ser aplicada nas vizinhanças do ponto em estudo.
0 quadro a seguir mostra que a função





de valor infinito para \p = 0, désrssce rapidamente, evidenci-
ando que as regiões próximas ã estação tem efeito preponderan 
te sobre o desvio.
------
1 O f ’ ( í p ) s e m p f ' ) seni|j




1 -59 110 + 4
2 -30 130 + 3
5 -13 150 + 1,5
10 - 8 170 + 0,2
30 - 4 180 0
50 - 2
3.6.- Aplicação prática das formulas de Vening Meinesz.
As formulas fundamentais pressupõem os processos de
integração realizando-se sobre toda a Terra. Devido ao fato
de não conhecermos integralmente o campo de gravidade terr,es
t r e , recorremos a algoritmos, os quais nos possibilitam o
cálculo das integrais.
0 uso destes algoritmos e garantido pelas funções
de Stokes S(\p) e S'(\0), e para tanto, faz-se necessário divi_
dir a Terra em zonas de cálculos. Tomando-a dividida em três
zonas, temos: a primeira imediatamente vizinha â estação,com
r <5km ! 04! onde as funções f(iii) e f'(P) são convenientemen- 
o J
te substituidas por uma aproximação plana, designaremos de
1- região; a segunda estendendo-se dos limites da primeira
ate aproximadamente 350km | 05|, denominaremos de 2- região e
a terceira que engloba o restante da Terra, chamaremos de 
~a3~ região.
3.7.- Contribuição da 1- região
No cálculo da contribuição da 1- região no desvio da 
vertical, consideremo-la como uma aproximação plana. 0 seu 
raio limite, r , segundo diversos autores e de 5 km.
Para tanto, tomaremos um sistema cartesiano bi-dimen 
sional com origem no ponto P e o eixo das abscissas coiciden- 
te com a direção sul-norte e o eixo das ordenadas com a dire-
ção oeste-leste, poderemos desenvolver as anomalias Ag em sã 
riés de Taylor no ponto P (tomaremos apenas os termos de 1- 
ordem) ! 17 \
Ag = Ag.p +xAgx+yAgy (3.7.1)
onde
x = r cos A 
y = r sen A
g = c M ê  )
x 3x P
g = < M E ' ,  
y 3y P
A (3.7.1) toma o aspecto:








e lembrando o valor de





df(P)  . , . ,1,3 « ,
 senipd'p- - ( — + —  ) dr
dip r  2R
Substituindo as equações (3.7.2) e (3.7.3) 
(3.5.7), obtemos:
Ç". JL_  /ro /2̂
2ttG o  o
Si A rr
Ag;_ + rcosA(—̂ ) +rsenA
P 3x P
x (AAMl)  JcosA(— + —  )dAdr 
3y p J  r  2R
n„ , p__ /ro r2jr 
S  2ttG °  '°
Ag + rcos/:(— §■)  + rsenP 
P P
• y 3x r
x  (1M) 
3y ]
senA(— + — )dAdr 
r  2R




A 3  2
r + — r (Ms,








(  } (3.7.7)
3y p
Tomando G = 981000 mGal, R. = 6371 x lÔ m, as equa - 
ções (3.7.6) e (3.7.7) ficarão:
= f 0 ,1051 r + 0,12 x IO-7 r2l .<-̂&)_  (3.-7.8)
g ■ 5 O ’ O'- ~ D
p '  I  3 2
= —  í r + — r
on  L °  i, O
rT = [ 0 ,10 51 r + 0,12 x IO-7 r2] (-̂-£) (3.7.9)
’g ° °  3y p
ou simplesmente
V' = 0,105 r  = 0,105 r g (3.7.30)
g ° 3x ° x











= 0,0525 (Ags - AgN) (3.7.32)
Arig = 0 , 0525 (Agg - Agg) (3.7.13)
A precisão das formulas supra, pressupõe, obviamen-
te, a constância do gradiente horizontal no interior do cir-
culo de raio r , isto e, as mesmas so serão válidas na sudo-o ’  >
sição de serem as  isoanômalas (*) regulares.
Na prática esta constância raramente se verifica, 
razão pela qual Rice  j 16 i sugeriu o chamado '‘'método  dos 
três gradientes" que consiste no cálculo de três gradientes 
na direção norte-sul e três na direção leste-oeste, adotan ~ 
do-se para cada caso uma média ponderada.
Com base na figura 3.7.1,  temos:
\ çr  —  A cr  ̂cr  — A çr A  çr — A cr
~“S  ’N  ,  -SE  -5NE  ,  ̂LgS0  • -NO
--------------------------------  p  +    p i  +    p ' )  x
2r r /2 r /2
o o o.











o 1 )  x




(5':) Lugar geométrico dos pontos que têm a mesma anomalia 
da gravidade.
Adotando os séguintes pesos: p = 1 e p' = 0,5, e 
substituindo as equações (3.7.14) e (3.7.15), respectivamente 
em (3.7.10) e 3.7.11), obtemos:
•  = 0 ,02625 (AgQ - igN> + 0 ,01856 (.AgQr +
"SE
'80  ‘ °N0 A£NE)
■= 0 ,02625 (Ag0 - ;rE) + 0 ,0.1856 (A~so +
+    ̂ C M 0  ^'“ S E   ~  A s N E 5
(3.7.16)
(3.7.17)
3.8.' Contribuição da 2- região
Para calcular a contribuição da 2- região que pode 
estender-se ate 350km, ao desvio da vertical utilizaremos as 
próprias formulas de Vening Meinesz, pois aqui não existem 
restrições quanto ãs suas aplicabilidades.
Essa região e dividida em compartimentos como no sis 
tema Hayford. A equação (3.5.7) então assume a forma |04j
AÇ"
Arv
A.+.1 [cos A 
/ 1 dA /
2nG
:enA
î + ̂ A  df (b)  . ,.
Ag -— senif̂d̂
d̂
AÇ" e An", significando agora a contribuição de um comparti -
mento da zona de amplitude  ~  delimitado por raios de
azimute Â  e  figura 3.8.1; Ag e a anomalia media do com
partimentc em estudo.
Sollins j 17 | tabelou as funções —  ̂ seni|;  e
dt/>
/  senti)di|j. Suas tabelas tem caráter geral pois o calcu-
d̂
lista pode arbitrar o limite superior da integral.
Entretanto, é mais prático prefixar raios para  as 
zonas e azimutes, de tal modo que cada compartimento, seja 
qual for sua situação, contribua com o mesmo quinhão por mili 
ral de anomalia, como ocorre com cs métodos de Rice e Kasonsky.
3.8.1-  Método de Rice
Este método consiste em subdividir a 2- região  com 
círculos concêntricos e linhas radiais.
Considerando a componente Ç"do desvio da vertical se 





í  dA = Ai+1-A. = 10-,
Ai
obtcm-sc, para o efeito dc um compartimento
AÇ" = 0 ,0058405484 /!1 + 1 Ag  sent{» dxp
i
N
FIG.3.8.1 POSIÇÃO DE UM COM PARTIM ENTO ESFERIGO
Impondo as condições 116 j :
Ag = 1 mgal
AÇ" = 0 3C01 , vem
f ^  + 1  s e ntp dip= 0,17121680
As tabuas de Sollins proporcionam os raios que se de-
vem atribuir às zonas para qualquer compartimento com 10° de 
amplitude, contribua com 0,001,! por miligal de anomalia média, 
para a componente radial do desvio.
TABELA 3.8.1.1
Método de Rice 
r em km
n r n r n r n r n r n r
1 0 ,119 11 0,657 21 3,643 31 20,09 41 109 ,0 51 541,5
2 0 ,141 12 0,780 22 4 , 32C 32 23,33 42 128,7 52 628,1
3 0 ,167 13 0,926 23 5 ,125 33 28,25 43 151,9 53 725 ,9
4 0 ,198 14 1,099 24 6 ,081 34 33,48 44 179 ,1 54 835 ,9
5 0,235 15 1,304 25 7 ,216 35 39,67 45 210 ,9 55 958 ,5
6 0,279 16 1,547 26 8,560 36 47,00 46 248 ,0 56 1094 ,3
7 0 ,331 17 1,836 27 10,15 37 5 5,66 47 291,2
8 0 , 393; 18 2 ,179 28 12 ,05 38 65,90 48 341,2
9 0,467 19 2 ,586 29 14,29 39 77,97 49 399 ,0
101 0,554 20 3,068 30 16 ,94 40
92,22 50 465 ,5
Através da tabela 3.8.1.1, desenhamos um gabarito de 
material transparente, o qual é sobreposto ac mapa de isoanô- 
naláís, donde estimamos a anomalia média de cada compartimento.
Esta anomalia media é dividida por mil representando o efeito 
ÃÇ" do compartimento sobre a componente radial do desvio  da 
vertical; multiplicando-o pelo correspondente valor de cosA, 
obtêm-se AÇ e pelo correspondente valor de senA, obtêm-se Ari.
3.8,2-  Método de Kasansky
Kasansky, adotou uma divisão que proporciona as con-
tribuições AÇ = 0,001n por miligal de anomalia media ( e não 
TÇ:)?;aqui as linhas radiais não são igualmente espaçadas,  no 
entanto, satisfazem a condição:
sendo r o raio de uma zona suposta plana.
Introduzindo na (3.8.1) o valor supra e impondo as 
condições indicadas, obtemos
e
r.- = r, 1,27
i  1  3
i-1






—  /1+1 ÈZ. = 0,001
16ttG i  r
A tabela 3.8.2.1 proporciona a construção do gabarito. 
As linhas radiais são obtidas por via grafica conforme indica 
a figura 3.8.2.1.
A desvantagem deste método em relação ao de Rice, e 
que exige a dupla avaliação da anomalia dos compartimentos.
TABELA N? 3. 8.2.1












4 10 ,2 16 173
5 13,0 17 218
6 16 ,5 18 273
7 20,9 19 341
8 26 ,5 20 424
9 33,6 21 524
10 42 ,6 22 645
11 54,0 23 788
12 68,3 24 955
1

3.9.- Contribuição da 3- região
Na maioria dos casos para o calculo do desvio da vér- 
tical, não tem sido levado em consideração as regiões mais afas 
tadas.
0 que se faz na pratica, é dividir esta região em tra
*“* O O o o
pezios de 1 x 1 e de 5 ' x 5“'. Tal procedimento, permite a e-
laboração de cartas mundiais com valores de anomalias medias ,
evitando a manipulação de dados gravimetricos em escala mun -
dial para cada novo ponto.
Uotila j 0 5 1 nos trabalhos que levou a cabo na Ohio
State University, faz um estudo completo da distribuição dos
trapézios em função da distância esférica b e, dividiu a
Terra em quatro regiões:




b) a segunda estendendo-se ate ip = 3';
c) a terceira definida por 3°<^< 20°: dividida em
O °
quadrados de 1 x 1"
-* -• O
d) a quarta e ultima estendendo-se ate ip = 180 ' e
dividida em quadrados de 5° x 5o .
CAPITULO IV
DETERMINAÇÃO ASTRO-GRAVIMÉTRICA DO DESVIO: 
NIVELAMENTO ASTRO-GRAVIMÉTRICO
4.1.- Conceituagao do método
0 metodo astro-gravimetrico consiste na conjugação de 
técnicas astro-geodêsicas cora técnicas da Geodesia Física.
Devido ao incompleto conhecimento do campo da gravidade, 
quer no continente como no Atlântico Sul, torna-se impossível a 
aplicação imediata das formulas de Vening Meinesz e Stokes em 
nosso País. As técnicas matemáticas de interpolação da anomalia 
da gravidade em que pese a sua utilidade, não resolvem o proble-
ma cuja solução está na conjugação de técnicas astro-geodésicas 
com técnicas da Geodesia Física. Em outras palavras: no metodo 
do nivelamento astro-gravimetrico. E ê através deste metodo que 
pretendemos determinar o desvio da vertical, conhecido como de£ 
vio astro-gravimétrico (total) ou interpolado.
4.2- Cálculo do desvio
Seja uma região £ gravimetricamente conhecida e no 
seu interior delimitaremos uma sub-região £g 5 figura 4.2.1
Em contrapartida, em _S (região exterior a s ) ,  o cam-
po da gravidade e desconhecido o que nos impede de calcular a
sua influência sobre as estações A e B situadas na sub-região 
S o ; mas podemos admitir em primeira aproximação que essa influ-
encia seja idêntica sobre ambas. Ou, com erro ainda menor, admi 
tir que tal influência (influência das "regiões afastadas") va 
rie linearmente no interior da sub-região s0 .
Em síntese, a influência de _S nada mais ê que a influ-
ência total (s+S) determinável por via astro-geodêsica, menos a
influência de s esta determinável gravimetricamente.
FIG. 4 . 2 . 1




ip: o desvio astro-gravimetrico (total) ou interpolado
ip(s): o desvio no ponto P devido â influência da re -
Da figura 4.2.1 e das considerações expostas, resulta
(4.3.1)
Fazendo com que o elipsõide adotado seja absolutamente 
orientado, ou seja, impondo-lhe uma translação para que seu cen-
tro de gravidade coincida com o centro de massa da Terra 
(elipsõide geocêntrico), como e o caso do elipsõide astro-geode- 
sico em uso no Brasil (Referência 67), o qual apresenta parâme - 
tros de translação |1 2 |
AX = 80,80 m 
AY = 14 ,81 m 
AZ = 44,01 m
e indicando com uma linha o desvio astro-geodêsico, resulta:
iA (S) = iA (s+S)- iA (s) = iA - iA (s) (4.3.2)
analogamente:
iB (S) ig(s+S)- ig(s) q  ■ iB (s) (4.3.3)
Introduzindo a (4.3.2) e a (4.3.3) na (4.3.1) résulta;
56
= ip Cs) + iÀ"iAís>+-
a
d
( 4 . 3 . 14)




d 1k d ‘A<r)
(■4.3.5)




d -iA(s)LA A ( 4 . 3 . 7 )
A formula (4.3.7) proporciona desvio interpolado ou 
astro-gravimêtrico em P em função:
a) dos desvios gravimétricos em P, A e B considerada 
apenas a influência da região próxima s;
b) dos desvios astro-geodesicos em A e B.
4.4.“ Ge neral-izaç ão
A fim de generalizar as considerações anteriores es-
tendendo-as a um ponto qualquer P(x,y) da sub-região s0 faça - 
mos :
ip(S) = ip—ip(s) = Ax+By+C (4.4.1)
No caso de termos na sub-região So mais de três pon -
tos astro-geodêsicos,física e geometricamente conhecidos , os
parâmetros A, B e C podem ser calculados pelo M.M.Q. que pro -
porciona as equações normais:

partir dos desvios astro-geodési.cos obtidos com dados reais, 
pois devido a falta de dados gravimetricos não podemos deter- 
minã-los como mencionado no capítulo terceiro. 0 procedimcn 
to de simulação foi o seguinte:
1) arbitramos para o desvio gravimetrico no pontos 
extremos o valor de 75% do desvio astro-geodesico no mesmo 
ponto:
2) o desvio gravimetrico em P, foi tomado a média 
aritmética dos desvios gravimétricos nos pontos extremos;
3) fizemos a posição do ponto P variar sete vezes 
entre as estações extremas A e B;
4) Todos os cálculos foram realizados através do 
programa B em LINGUAGEM FORTRAN.
Para a determinação das componentes do desvio, foi 
necessário recorrermos ao PROBLEMA INVERSO, uma vez que dispo 
mos das coordenadas geodésicas dos pontos extremos e precisa-
mos do azimute geodésico da direção formada por estes dois 
pontos. 0 programa A também em LINGUAGEM FORTRAN nos permite 
obter este azimute, no qual utilizamos as formulas de 
PUISSANT, retiradas de {03 |.
As componentes astro-gravimétricas do desvio foram 
obtidas através do Programa B, sendo que as mesmas são dadas 
por :
^AG = ipcosA (4.5.1.1)
e
nAG = 1p senA > (4. 5.1.2)
os quadros (4.5.1.1), (4.5.1.2), (4.5.1.3) e (4.5.1.4) nos
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POMTQ  LAT. GEO.
A 12 34 53 <.05
£< 1 4• 8 32..80
A 13 10 44 ,■ 37
8 15 44 28 -.62
A ió32 o.. 92
8 16 44 50,,08
A 1? 12 30,.07
8 17 13 8,. 19
A 17 33 11.. 10
B 17 52 ?,52
LONG. cr n AZ.DIRETO C.AZIMUTE 0(ST > EL IP,<«)
41 59 38 . 40 356 53 51.63 176 52 39.50 172959,2883
41 54 26.32 356 53 51 .63 176 52 39.50 172959,2883
43 0 15.96 289 1 7 43.67 108 50 54.57 190395,8323
41 19 39.63 289 17 43.67 108 50 54,57 190395.8323
44 21 38.54 78 13 32,77 258 32 3.80 117384,0038
45 26 18.31 78 13 32.77 258 32 3.80 117384.0038
43 44 53.47 06 16 19»98 266 19 21,37 18147,0779
43 55 6 . 39 86 16 19.98 266 19 21.37 18147.0779
44 41 21.38 280 40 0.42 100 7 14.08 193633,3167
42 53 37.73 280 40 0,42 too 7 14.08 193633,3167
62
o » * fi * “ M » K V
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Q U A D R O  ( U
PONTO í, AI. GCO.
A  23 39 22.03
1
Ö  23  44 25.89
A ' ;• ,* V -ír • * -yM  «c 'I  ,i .J *. * ã
4
y  25 iO 53.21
A  25  21 54.04
3
B  25  2? 20. 19
A  26  22 20.??
M
i.!  2 6  5 4 / • 0 1
A  2 /  46 48.82
5
B  28  4 ?,5?
A  2C  29 8.41
6
B 28  40 85,39
GEO. AZ.ÜIftETO
H.36  85 13 59.04
20. 1?  85 1,3 59.04
46,0.1  51  8 24,14
39,62  51 824,14
8.30  274  5 S3.09
32.75  2/4  5 S3,09
SS,Ö6  18 12 59.23 
44,95  18 12 59,23
15.79  284 48 té.01
•48 ♦ 53  o84 48 10,01
4,64 27? 59 19.79
54.00 277 59 19.79
..ONG.












:, A3 i«UTE 
265 41 46,54 
265 4 1 46 » 54 
231 4/ 55.03 
231 4 7 55 » 03 
93 iô 40,33 
93 10 40.33 
i 98 L8 i 7,i ? 
.190 18 17. 19 
104 12 55,85 
104 12 55,85 
97 1.1 24,03 
97 li 24,03
0 IST . EL IL.V H 
11/904.7303
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2.74 0.38 - 2 .7 1
4.5.2. Com n > 3 pontos
Neste caso procedemos como indicado em 4.4 .
Os parâmetros A, B e  C que aparecem no sistema de equações nor 
mais (4.4.2), como também o desvio astro-gravimétrico dado pe-
la (4.4.3) foram obtidos através do programa C, o qual utiliza 
as subrotinas AB e VERSOL para resolver o referido sistema.
As coordenadas U.T.M. que formam o sistema de equa-
ções normais foram retiradas de } n  | . Os desvios astro-geodêsjL 
cos foram obtidos como mencionado em 4,5.1 . 0 valor do desvio 
gravimêtrico em P, foi tomado 75% do desvio astro-geodesico no 
mesmo ponto.
Quanto â distribuição dos pontos em torno da estação 
de calculo P, todos estão compreendidos dentro de um diâmetro 
de 5o 3 0 T entre os dois pontos extremos, tanto em latitude como 
em longitude.
Em relação ao procedimento de cálculos, começamos pe 
los três primeiros pontos mais prõximos â estação P, e nos a- 
fõstamos até o ultimo. Os gráficos 4.5.2.1, 4.5.2.2, 4.5.2.3 
e 4.5.2.4, nos dão uma idéia da distribuição dos mesmos.
Por outro lado, os quadros (4.5.2.1), (4. 5.3.3), 






© Pontos de influencia 
O Estação de cálculo
GRAF. 4.2.1
45«26'I8,3I" W DISTRIBUIÇÃO DOS PONTOS DO QUADRO (4.5.]
12°34 53,05" S
7°52'07.52"S-
© Pontos de influência
O Estação de calculo GRAF. 4.3.2 2 i°«3cm





© Pontos de influência 
O Estaçao de calculo
GRAF 4.5.2.3 o




















© Pontos de influencia 
O Estação de cálculo
PONTOS LAT. AST. LAT. GEO. LONG. AST. L0N3. GEO. N:(M) E(M)
1 4°41' 46,98" 4°41' 43,18" 41°47' 15,16" 41°471' 05,40" 9480396,832 191028,786
2 2 59 45,45 2 59 45,22 41 46 03,20 41 45 54,17 9668471,598 192616,568
3 3 41 18,45 3 41 12,45 40 21 33,62 40 21 33,19 9592376,598 349048,968
4 5 29 50,56 5 29 48,95 39 51 26,50 . 39 51 19,11 9392335,474 405256,565
5 6 03 15,95 6 03 15,60 41 17 48,77 41 17 37,62 9330250,663 246105,931
6 7 21 28,62 7 28 30,00 41 14 23,94 41 14 15,24 9173110,502 253054,771
7 4 -15 45,45 4 15 46,25 39 23 41,92 39 23 35,24 9528805,953 456375,127
8 7 51 28,21 7 51 26,48 38 59 10,13 38 59 06,32 9131468,543 501643,844
9 5 40 45,51 5 40 43,10 38 40 44,18 38 40 36,44 9372307,037 353790,132
10 3 59 27,33 3 59 26,20 38 31 36,93 38 31 32,52 9558893,723 552651,409
11 5 47 18,67 6 47 15,86 38 13 45,84 38 13 39,87 9249645,205 583337,567
12 8 10 41,88 8 10 36,52 37 31 57,08 37 31 51,49 9095857,025 661833,138
13 5 13 03,51 5 13 03,91 37 18 31,36 37 18 28,50 9423011,633 687539,229
14 6 28 42,88 6 28 41,32 37 12 54,11 37 12 47,67 9283589,757 697592,607
15 5 30 56,97 5 30 56,10 36 33 09,67 36 33 06,61 . 9389784,142 771248,875
15 8 28 30,30 8 28 27,15 37 04 05,46 37 03 59,62 9062744,506 712849,637
PONTO DE CÂLCULO: . 
PIRIPIRI
<j> =4° 07' 09,92"S 
Ta ’
(f>G=4° 07' 09,53"S







N A B C Ax+By+C DAGRP
3 0,184296367517478xl0_5 0,568337004149302x10”̂ -0,211685009807989xl02 -2,36670197835250 3,90888181357538"
4 0,256215537016934x10”̂ 0,499826751006353xl0~5 -0,279116841092867xl02 -3,39188153882029 3,88370225310759
6 0,944877386726931xl0”6 0,414124769301472xl0”5 -0,122511328067102xl02 -2,34976983155008 3,92581396037780
9 0,256215537016934xl0“5 0,499826751006053xl0”5 -0,279116841092867xl02 -2,39188153882029 3,88770225310759
12 0,831812642024264x10”̂ 0,275704739337499xl0"5 -0,107811630999115x102 -2,25413751963123 4,02144627229665
16 0,113409355865520x10”̂ 0,267766279821980xl0-5 -0,136033242822828x102 -2,20819483514571 4,06738895678217
Q1JADR0 ( 4 . 5 . 2 . 1 )
4 JO. 
3,9“












PONTOS LAT.A3T. LAT.GEO,• LONG.AST. LONG.GEOD. N.CM) ECM)
1 15° 1 0 * 50,43” 15° 1 0 ’ 44,37” 43° 00’ 18,14" 43° 00' 15,96" 8396110,385 353775,821
2 16 32 02,45 16 32 00,92 44 2 1 42,35 44 2 1 38,54 8171925,741 568216,167
3 15 44 30,32 15 44 28,62 41 19 45,34 ! 41 19 39,65 8258301,158 250580,048
4 17 13 07,29 17 13 08,19 43 55 06,39 43 55 02,76 8095895,893 615103,297
5 17 52 06,24 17 52 07,52 42 53 41,91 42 53 37,73 8023068,311 723172,463
6 12 ■34 53,87 12 34 53,05 41 59 44,79 41 59 38,40 8607296,830 174654,768
7 17 33 08,15 17 33 1 1 , 1 0 44 41 26,29 44 41 21,38 8059224,658 532976,505
8 17 12 36,25 17 12 30,07 43 44 56,57 43 44 53,47 8096713,124 633106,756
9 16 44 50,21 16 44 50,08 45 26 20,25 45 26 18,31 8148347,801 453270,438
10 14 08 31,75 14 08 32,80 41 54 28,72 41 54 26,32 8434567,718 186111,077
PONTO DE CÁLCULO: <p = 1 6 ° 11' 18,24"S ra
1 =43° 05' 59,71"W 
a ’
x=N=8209285,888m DESV.GR.EM P
PEDRA BRANCA 4>G=16° 11' 18,00"S *g =43° 05’ 57,61"W y=E= 703195,788m 1,52"
N A B C Ax+By+C DAGRP
3 -0,189444222423060x10*"^ 0,881415173895633xl0-6 0,139904123833173x102 -0,941798004741784 0,581426714166085"
4 -0,172279572344851x10"*^ 0,808251292317325xl0~5 0,125876345490058xl02 -0,986929175086172 0,536295543821697
6 -0,502770246962115xl0~6 0,825957532866507x10*"^ 0,252587440672312x1o1 -1,02070043665023 0,502524282257639
9 -0,123928960891820xl0*"5 -0,346579670084145xl0~k 0,910219154230525x1o1 -1,31520451607579 0,208020202332076









PONTOS . LAT.AST, LAT.GEO. LONG.AST. LONG,GEO. N (M) E.CM)
1 19° 45' 54,65" 19° 45' 53,98" 47° 57' 43,23" 47° 57' 39,19" 7811803,611 189710,297
2 20 38 21,17 20 38 20,16 48 SS 15,96 48 55 16,40 7716418,487 716597,015
3 20 31 10,14 20 31 10,84 46 59 40,49 46 59 46,50 7729730,137 291842,928
4 2 1 45 29,78 2 1 45 28,73 47 04 23,-37 47 04 13,40 7592518,067 285897,071
5 2 1 52 55,22 2 1 52 56,02 47 39 26,23 47 39 24,24 7577827,122 225471,474
6 18 38 08,36 18 38 12 ,6 6 49 16 04,62 49 16 10,55 1938465,431 682539,071
7 18. 12 47,88 18 12 49,13 47 05 09,35 47 05 09,05 7984914,855 279413,991
8 22 01 18,12 22 01 18,39 49 20 10,71 49 10 ,66 7563819,503 671720,942
9 18 2 1 42,81 18 2 1 43,52 45 46 01,59 45 01,89 7969575,551 418948,317
10 17 33 59,69 17 33 59,16 49 12 65,14 49 12 46,31 8056882,259 689614,908
1 1 22 04 07,16 22 04 06,60 60 20 12,57 50 20 11,54 7559433,759 568451,432
12 2 1 39 25,28 2 1 39 25,15 45 35 18,36 45 35 14,15 7605015,707 439212.068
PONID DE CÄLCULO: 
CKUÂ
4>a=19° 45' 41,34"S 
4>G=19° 45’ 41,65"S







N A B C Ax+By+C DAGRP
3 0,923337955329484xl0"5 0,298582966157890x10-5 -0,736609346607520xl02 0,872942965594170 3,52296913328999"
4 0,732105357609478xl0~5 0,270442032721995xl0~5 ■ -0,587142572749357x102 0,653769986095578 3,30379615379140
6 -0,136 862609 26 5241x10*"5 0 ,798956547009015xl0~5 0,904833437411533x1o1 -1,00158153739849 1,64844463029733
9 0,473138968709486xl0~6 0,767179948614059xl0~6 -0,436549350544007x1o1 -0,552538370174426 2,09748779752140




6 > N (n9 de pontos)
PONTOS LAT.AST.i LAT.GEO.t LONG.AST. LONG.GEO, N (M) E(M>
1 28° 04’ 18,75" 28° 04’ 09,57" 49° 03 ’ 45,03" 49° 03’ 48,55" 6893593,674 690301,854
2 26 54 36,23 ■ 26 54 32,01 49 03 39,43 49 03 44,95 7022172,793 692407,933
3 26 22 25,74 26 22 20,77 48 51 48,19 48 51 55,86 712966,799 7081297,449
4 28 40 58,71 28 40 55,39 49 13 53,04 49 13 54,00 6825948,456 672775,630
5 27 46 48,74 27 46 48,82 50 19 15,21 50 19 15,79 6926947,240 566391,879
6 25 29 24,25 25 29 20,19 49 17 32,06 49 17 32,75 7179800,152 671638,903
7 28 29 10 ,20 28 29 08,41 50 54 04,92 50 54 04,64 6848980,692 509661,540
8 25 10 59,48 25 10 58,21 50 19 43,95 50 19 39,62 7214628,174 '567744,863
9 25 2 1 51,88 25 2 1 54,64 51 26 13,82 51 26 08,30 7194534,434 456170,181
10 24 01 42,79 24 01 52,73 48 44 42,65 48 44 46,03 7340460,715 729229,626
1 1 23 44 23,12 23 44 25,89 ■' 47 48 23,08 47 48 20,17 7371670,518 213991,061
12 23 39 24,52 23 39 22,83 46 39 13,45 46 39 11,36 7382834,984 331395,661
PONTO DE CÂLCULO 4>a=27° 40’ 39,59"S A =48° 33’ 52,68"W
ci x=N=6936053,319m DESV.GR.EM P
FLORIANÔPOLIS (BASE AÊREA) <j>G=27° 40’ 41,73"S AQ=48° 33’ 49,67"W y=E= 740283,577m 2 ,56"
N A B C Ax+By+C DAGRP
3 0,613851936865103xl0-5 0,598381428230019x10”^ -0,488698978712229xl02 -1,86308078954031 0,700551324904249"
4 •-0,272069504218784xl0”5 -0,271404403781226xl0~5 0,190372759916425xl02 -1,84277211415848 0,720960000286077
6 ■-0,134994 7 346 34078xl0_:> -0,146017940742181xl0”5 0 ,916316524436963xl01 -1,28108836248055 1,28264375196401
9 ■-0,156754516691984xl0”5 -0,168252839939088xl0~5 0,10891197795ü716xl02 -1,22692720393036 1,33680491051420
12 ■-0,230161513427621xl0”5 -0,240620876419800x10”^ 0,165057019884168xl02 -1,23970013370958 1,32403198073498
QUADRO (4 . 5 . 2.4)
1" = 1 , 5cm




Do exposto observamos que para obter desvios "interpola
dos" ou "astro-gravimétricos" em estações situadas na sub-região
s devemos: 
o
1 ) determinar a influência do desvio devida as anomalias 
da região prõxima s em todos os vértices astro-geodé- 
sicos e de igual maneira, nos pontos onde pretendemos 
calcular o desvio interpolado;
2) c a l c u l a r  a t r a v é s  do M.M.Q. os parâm etros  A, B e C os 
q u a is  são c o n s t a n t e s  na s u b - r e g i ã o  s q ;
3) e por ultimo, calcular o desvio interpolado para cada 
ponto de coordenadas (x,y) através da (4.4.3).
CONCLUSÕES
Tendo em vista os resultados obtidos neste trabalho 
podemos concluir o que se segue:
a) Necessidade imperiosa de considerarmos a influên-
cia das regiões afastadas, uma vez que os efeitos 
das mesmas têm importância fundamental no calculo 
do desvio astro-gravimêtrico da vertical.
b) Em termos nacionais, observamos que ao longo das 
cadeias de triangulação os pontos de Laplace são 
insuficientes para um projeto global em relação 
ao cálculo do desvio da vertical. Contudo, e pos-
sível efetuarmos cálculos em algumas regiões do 
p a í s , conforme nos mostram os gráficos 4.5.2 . 1  a 
4. 5. 2. 4, os quais nos dão uma ideia da distribui-
ção dos referidos pontos em quatro estações dis - 
tintas.
c) Para o caso em que N i 3 observamos através dos 
gráficos (4.5.2.1) a (4.5.2.4) que podemos tomar 
um numero de pontos compreendidos entre 6 a 9,uma 
vez que para um numero superior, o valor do des - 
vio astro-gravimetrico se torna praticamente cons 
tante, conforme nos mostram os referidos gráficos
d) Acreditamos contudo, que no futuro teremos u*a me 
lhor concatenação dos pontos de Laplace, como tam 
bem o crescimento das cadeias de triangulação e 
consequentemente maiores fontes de dados para no 
vos cálculos do desvio astro-gravimetrico.
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C... C 0 ri G 3 F A D ü 0 * 7 5 tf D A G £
XL.i>0,25*uAGE 
A ( 1 f 1 > - A ( :i » } TX4X2 
A ( 1 ? 2 ) A í 1 < 2 ) t XX !
A ( 1 •> 3 ) A i ! V 3 . X 
A ï' 2 ? 2 > -■<-< í 2 ? 2 ) à V XX2 
A < 2 ? 3 ) --A • 2 ? G ) r Y 
A ( 3 y 3 ) ~ A ( 3 ? 3 ; 7 I 
X!. ( 1 ) -XL i 1 ; -"XXXL. 1 
XL . 2 ; - XL V 2 ) • r XX.. I 
XL ; 3 ' ~.XL. ( 3 ) ■•■■.XL :í
UR j. I L L5 * J - L. F y 1A O * .1 A i > A1 3 ? í G L> .* 1 ü H » 21 b « L. AU » LAii * A L. 3 ? L G b * L G M .» õ S ? X » Y
3 I- UR MA i “■ 1 6 * 2X ■/ 4 ( 2 I. ■!> 1t- ò , 21 2.X ) ? i-12 •> 3 t ó \ r 4 . 2 ; ? f 6 , 2 ) 
r f í K ) 4 > j. „ 4
4  A ( 2 V 1 ) -■: A ( 1 :í 2 ) 
i-b 3 » I ' - A t i I 3 í 
A ( 3 > 2 - A í 2 . 2 )
Call veksdl(a * b < 3)
UALL AíU fi ; Xi.. ? K r 3 y r 1 )
C. ..CALCULO BA INFLUENCIA BA REGI AO St AXtBYfC 
X X N - R ( :i y I ; :£ X P f- R í 2 •> 1 ) % Y R T R ( 3 r i )
5  FORMA F < / y A » E.21 . 5 » // » ' B~ ■' y E21 , 1.5 » // « •' C~' y E21 , .! 5 y // r •' INFLUER 
1C IA A X + Ë Y -!■ C - ' * F 2 i . 15.//- -  0AGRP:: ' >£21.15»//.  LAP”' y 213 > i:" •:>.2
1 y / / t '  L G F - •' y 2.1 3 y F 6 « 2 » / / t ' t. ü AI-' - ’ •> 2.13 y F 6 ♦ 2 y / / t 1  L U G P - ' y 213 .♦ F 6 * 2
2 ? / / y '  X, K~ f !, 4 * 3 y / / .» ' ' I"'' * i- 1 4 , 4 » / / y '  pb « ' y E- 6 « 2 J
C.. JiESVlu AS ÎKü'GRAv INE i'RICO (TOTAL) OU INTERPOLADO EM F
i.i A h K î"' •” i■' 3 "L L • 1 y I ) í X f”' f R l 2 1 Y T i"' R ( 4 y 1 )
URl it(3 y 7)
WH J i t. (  ■ K V Í y  » L: f. 2 * 1 » K ( 3 * i. t t X I Ni* » ÜAüRP ? 1 AuP y I AMP .* A i GP y i übP i
21 Gi'iP y G ï S P y L. A G P y L A ri p y A L. 3 F y L. G Ü P y L G M P y Û i. S P y X P y Y P y F 3
6  FORMA Í ( "1 PORTO ,..A i" » AST, LAÏ . ÜEÜ.  LONG, AST,  LONG
1 . CED, X(h) Y(M)• )
7 F 0 F n A T ( / / / ' C 0 E F I CIENTES» IN F L, U E N CIA y C 0 R B ,  D £ P E D E S V , A G R . ' ;
STOP
END
bUtíküíj ; INH OEh’SÜL í A * B r J. )
IMPLICIT ft£AL#8(A~H tO-Z) 
dimension a i I » 1 ) ? Ê n: )
.Í r i A U r 1 > > 20 >30' 20
l'F(I.EQ.l) GO TO 10
DO 5 K — 1 * r
DU 0 J“j. * IM
B •: J ) =A i 1 > Ji .1 ) / A ( i j 1}
& ( I > ~ I , / A < J. > Í >
DO 4 L~i>IM 
DO 3 J~1»IM
A ( i.., J > ~ A ( !. T 1 y J f J. ) - A í L f 1 « 1 ) $ & i. J ) 
A < L '> I > ~ - A < Li i » I> *£ íI)
DO 5 - 1 / Í
Ai ; »J)~B<J)
RETURN
A i. 1 • 1 ) - ï. , / A i j 1 )
RETURN
WRITE(3,100)
F OR HA ï V 1 X > " A i 1 ? 1 -r 0 • )
RETURN
END
ti i) ï> ft u UI j. N A ft \ A > ft * R * L > M t N )
IM P !. ICIT ft E A !. * 8 < A ■- H ? U - Z )
DI HE NO I ON A Í !. * M > ïB(h'N) > ft ( L * N > 
DU 5 ï ™ .1 » L„
DÜ S J" 1 ? N 
R ; •. >■ .J > ~ 0 
DO 5 K~ 1 ? M
ft (I:J ) "ft i. I > J ) T A ( I * K .; * D < K ? J )
RETURN
END
